
7 直交行列と実対称行列

定義 7.1 QTQ = Iを満足する n次実正方行列を直交行列という．

定理 7.1 直交行列 Qにおいて，以下は同値である．

(1) ∥ Qx ∥=∥ x ∥ for all x ∈ Rn.

(2) (Qx) · (Qy) = x · y for all x, y ∈ Rn.

(3) QTQ = I

証明

(1) ⇒ (2) xを新たに x + yと置き換えたとき，左辺は

∥ Q(x + y) ∥2= xTQTQx + 2yTQTQx + yTQTQy =∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 +2yTQTQx.

他方，右辺は

∥ x + y ∥2=∥ x ∥2 + ∥ y ∥2 +2yTx.

よって，

yTQTQx = (Qy) · (Qx) = x · y.

(2) ⇒ (3) Q = [q1|q2| . . . |qn]および x = ei, y = ej とすると，

eTi Q
TQej = qTi qj = eTi ej = δi,j .

よって，QTQ = I．

(3) ⇒ (1)

∥ Qx ∥2= xTQTQx = xTx =∥ x ∥2 .

■

定理 7.2 直交行列 Qは，以下を満足する．

(1) 固有値の大きさは 1．

(2) 行列式の大きさは 1．
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証明

(1) Qの固有値および固有ベクトルを σ± iωおよび u± ivとする．但し，σ, ω ∈ R1および u, v ∈ Rnと

する．この時,

Q(u± iv) = (σ ± iω)(u± iv)

より,実数部と虚部に分解し,

Qu = σu− ωv, Qv = ωu + σv

をえる．ここで，

(Qu)TQu = ∥ u ∥2= σ2 ∥ u ∥2 −2σωuT v + ω2 ∥ v ∥2,

(Qv)TQv = ∥ v ∥2= σ2 ∥ v ∥2 +2σωuTv + ω2 ∥ u ∥2

から，辺々を加算して，

∥ u ∥2 + ∥ v ∥2= (∥ u ∥2 + ∥ v ∥2)(ω2 + σ2).

したがって，ω2 + σ2 = 1である．

(2) |detQTQ| = |detQT ||detQ| = | detQ|2 = 1 = | det I|.

■

定義 7.2 対角成分から左下の成分がすべて零の行列を上三角行列という．

定理 7.3 実固有値のみを持つ n×n実正方行列Aは，適当な直交行列Qによって，Rと線形共役となる．

証明 1× 1行列の場合，自明である．

n− 1× n− 1行列のとき，An−1 = QT
n−1Rn−1Qn−1 であることを仮定して，n× n行列の場合を示す．

まず，Aからある固有値 λ ∈ R1 と正規化された固有ベクトル q1 ∈ Rn を選択し，グラム・シュミット直

交化によって適当な基底 {qi}ni=1 を構成する．これによって，

A[q1|q2| . . . |qn] = [λq1|Aq2| . . . |Aqn]

となり，その左辺は，

[λq1|Aq2| . . . |Aqn] = I[λq1|Aq2| . . . |Aqn]

= [q1|q2| . . . |qn]


qT1

qT2
...

qTn

 [λq1|Aq2| . . . |Aqn]

= [q1|q2| . . . |qn]

[
λ ∗
0 An−1

]
.
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したがって，QT = [q1|q2| . . . |qn]として，

AQT = QT

[
λ ∗
0 An−1

]
.

さらに，

AQT

[
1 0

0 QT
n−1

]
= QT

[
λ ∗
0 QT

n−1Rn−1Qn−1

][
1 0

0 QT
n−1

]

= QT

[
λ ∗
0 QT

n−1Rn−1

]

= QT

[
1 0

0 QT
n−1

][
1 0

0 QT
n−1

]T [
λ ∗
0 QT

n−1Rn−1

]

= QT

[
1 0

0 QT
n−1

][
λ ∗
0 Rn−1

]

と変形し，

QT
n = QT

[
1 0

0 QT
n−1

]
と置き換えると，

AQT
n = Qn

[
λ ∗
0 Rn−1

]
= QT

nRn.

■

定義 7.3 A = AT を満たす実正方行列を実対称行列という．

定理 7.4 実対称行列の固有値はすべて実数であり，相異なる固有値の固有ベクトルは直交する．

証明 Aの固有値および固有ベクトルを σ ± iωおよび u± ivとする．但し，σ, ω ∈ R1 および u, v ∈ Rn

とする．この時,

A(u± iv) = (σ ± iω)(u± iv)

より,実数部と虚部に分解し,

Au = σu− ωv, Av = ωu + σv

をえる．2式それぞれに vおよび uとの内積を計算すると,

vTAu = σvTu− ω ∥ v ∥2, uTAv = ω ∥ u ∥2 +σuTv.

他方, (vTAu)T = uTATv = uTAvより,

σuTv − ω ∥ v ∥2= ω ∥ u ∥2 +σuTv.

したがって,

ω(∥ v ∥2 + ∥ u ∥2) = 0
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から，ω = 0.

また，α ̸= β のとき，

Av = αv, Au = βu

とすると，

αuTv = uTAv = uTATv = (Au)Tv = βuTv

から，(α− β)uTv = 0から u ⊥ v．

■

定理 7.5 実対称行列 Aは，直交行列 Qにより対角化可能である．

証明 定理 7.4より，実対称行列は実固有値のみを持つ．よって，定理 7.3より，Aは

A = QTRQ

に分解されるが，A = QTRQ = QTRTQ = Aから R = RT .

■

例 7.1

A =

(
1 2

2 1

)
特性方程式 (A− λI) = (λ− 3)(λ+ 1) = 0から，

A

(
1

1

)
= 3

(
1

1

)
, A

(
1

−1

)
= −1

(
1

−1

)
.

2つの固有ベクトルを正規化すると， (
1√
2
1√
2

)
,

(
1√
2

− 1√
2

)
.

これを行列で表現して，

A

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)
=

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)(
3 0

0 −1

)
.

よって，変換行列

Q =

(
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

)
は直交行列となる．

定義 7.4 n× n対称行列 Aの実固有値を {λi}ni=1 とし，正規直交固有ベクトルを {qi}ni=1 とするとき，

A = λ1q1q
T
1 + λ2q2q

T
2 + . . .+ λnqnq

T
n

を対称行列のスペクトル分解という．
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