
4 部分空間の和と直和

復習と確認 4.1 f : x ∈ Rn 7→ Ax = [v1|v2| . . . |vn] ∈ Rn とするとき，

• Im f = (a) 　　　　　　 = (b) 　　　　　　 = (c) 　　　　　　 = (d) 　　　　　　

• dim Im f = (e) 　　　　　　　　　 = (f) 　　　　　　　　　

• Ker f = (g) 　　　　　　　　　

• dimKer f = (h) 　　　　　　　　　 = (i) 　　　　　　　　　

復習と確認 4.2 v ̸= 0ならば，

dim{x ∈ Rn | vTx = 0} = dim{x ∈ Rn | (a) 　　 x = 0} = (b) 　　　 = (v) 　　　

定義 4.1 {Wi}ni=1 をベクトル空間 V の部分空間とするとき，

n∑
i=1

Wi = {
n∑

i=1

wi | wi ∈ Wi}

を部分空間の和という．

補題 4.1 W1 およびW2 を V の部分空間とすると，

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

証明 dim(W1 ∩W2) = mとして，これを張る基底を {wi}mi=1 とする．他方，W1 およびW2 の基底をそ

れぞれ {wi}mi=1 ∪ {vi}m1
i=1 と {wi}mi=1 ∪ {ui}m2

i=1 とする．

m∑
i=1

aiwi +

m1∑
i=1

bivi +

m2∑
i=1

ciui = 0 (∗)

とすると，
m∑
i=1

aiwi +

m1∑
i=1

bivi = −
m2∑
i=1

ciui.

となり，
∑m

i=1 aiwi +
∑m1

i=1 bivi ∈ W1 から，−
∑m2

i=1 ciui ∈ W1 となる．ところが，−
∑m2

i=1 ciui ∈ W2 か

ら，−
∑m2

i=1 ciui ∈ W1 ∩ W2 でなければならない．他方，x ∈ W1 ∩ W2 は，x =
∑m

i=1 aiwi に限られる

ため，
m∑
i=1

aiwi +

m2∑
i=1

ciui = 0
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となる．{wi}mi=1 ∪ {ui}m2
i=1 は線形独立であり，

a1 = a2 = . . . = am = c1 = c2 = . . . = cm2 = 0.

これを (∗) に代入すると {vi}m1
i=1 の線形独立性から，

b1 = b2 = . . . = bm1 = 0.

よって，{wi}mi=1 ∪ {vi}m1
i=1 ∪ {ui}m2

i=1 は線形独立となり，

dim(W1 +W2) = m+m1 +m2 = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

■

定理 4.1 {Wi}ni=1 を V の部分空間とすると，

dim(
n∑

i=1

Wi) =
n∑

i=1

dimWi −
n−1∑
i=1

dim(
i∑

j=1

Wj ∩Wi+1).

証明 補題 4.1より，

dim(W1 +W2) = dimW1 + dimW2 − dim(W1 ∩W2).

ここで，W1 およびW2 をW1 +W2 およびW3 と置き換えることで，

dim(W1 +W2 +W3) = dim(W1 +W2) + dimW3 − dim((W1 +W2) ∩W3)

= dimW1 + dimW2 + dimW3 − dim(W1 ∩W2)− dim((W1 +W2) ∩W3)

を得る．以下，帰納的に与式が導出される．

■

定義 4.2 ベクトル空間 V の部分空間 {Wi}ni=1 が，

• w1 +w2 + . . .+wn = 0 ⇒ w1 = w2 = . . . = wn = 0．

• V = W1 +W2 + . . .+Wn．

を満足するとき，W1 +W2 + . . .+Wn を V の直和といい，V = W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wn と表す．

命題 4.1 V の部分空間 {Wi}ni=1 に関して，以下は同値である．

(1) w1 +w2 + . . .+wn = 0 ⇒ w1 = w2 = . . . = wn = 0．

(2) W1 +W2 + . . .+Wi の基底は，{Wi}ni=1 の基底の合併である．

(3) dim(W1 +W2 + . . .+Wn) = dimW1 + dimW2 + . . .+ dimWn．

(4) (W1 +W2 + . . .+Wi) ∩Wi+1 = {0} for all i ∈ {1, 2, . . . , n− 1}．
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証明

(1) ⇒ (2)を示す．

Wi の基底を {wj(i)}mi
i=1 とするとき，任意の {aj(i) ∈ R1}mi

j=1 に対して，

m1∑
j=1

aj(1)wj(1) +

m2∑
j=1

aj(2)wj(2) + . . .+

mn∑
j=1

aj(n)wj(n) = 0

⇒
mi∑
j=1

aj(i)wj(i) = 0 for all i ∈ {1, 2, . . . , n}

が成立する．各基底の線形独立性より，

a1(i) = a2(i) = . . . = ami(i) = 0 for all i ∈ {1, 2, . . . ,n}

のため，
m1∑
j=1

aj(1)wj(1) +

m2∑
j=1

aj(2)wj(2) + . . .+

mn∑
j=1

aj(n)wj(n) = 0

⇒ a1(i) = a2(i) = . . . = ami(i) = 0 for all i ∈ {1, 2, . . . , n}

から基底の合併も線形独立となる．また，基底の合併が
∑n

i=1 Wiを張ることは自明なため，基底の

合併は基底となる．

(2) ⇒ (3)を示す．

dimWi = mi for all i ∈ {1, 2, . . . , n}および dim(
∑n

i=1 Wi) =
∑n

i=1 mi から，

dim(

n∑
i=1

Wi) =

n∑
i=1

mi =

n∑
i=1

dimWi.

(3) ⇒ (4)を示す．

定理 4.1より，dim(
∑n

i=1 Wi) =
∑n

i=1 Wi ならば，

dim(W1 ∩W2) = dim((W1 +W2) ∩W3) = . . . = dim((W1 +W2 + . . .+Wn−1) ∩Wn) = 0.

よって，

W1 ∩W2 = (W1 +W2) ∩W3 = . . . = (W1 +W2 + . . .+Wn−1) ∩Wn = {0}.

(4) ⇒ (1)を示す．

W (k) =
k∑

i=1

Wi, v(k) =
k∑

i=1

vk

とする．W (n− 1) ∩Wn = {0}から，v(n− 1) ∈ W (n− 1)および vn ∈ W2 が，

v(n− 1) + vn = 0

を満足すると vn ∈ W (n−1)となり矛盾．よって，v(n−1) = vn = 0．同様に，W (n−2)∩Wn−1 = {0}
から，v(n− 2) ∈ W (n− 2)および vn−1 ∈ Wn−1 が，

v(n− 2) + vn−1 = 0
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を満足すると vn−1 ∈ W (n− 2)となり矛盾．よって，v(n− 2) = vn−1 = 0．これを帰納的に反復し，

v1 + v2 + . . .+ vn = 0 ⇒ v1 = v2 = . . . = vn = 0

．

■
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